
1 Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî

ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå E2 çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ u(x, y), èìåþùàÿ ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà (ïðè÷åì uxy = uyx). Òîãäà îáùèì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå:

F (x, y, u, ux, uy, uyy, uxx, uxy) = 0,

ãäå F � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.
Îïðåäåëåíèå. Êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå - ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî óðàâíåíèÿ:

a11(x, y, u, ux, uy)uxx + 2a12(x, y, u, ux, uy)uxy + a22(x, y, u, ux, uy)uyy + F1(x, y, u, ux, uy) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, åñëè îíî
èìååò âèä:

a11(x, y)uxx + 2a12(x, y)uxy + a22(x, y)uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0.

ò.å. êîãäà ôóíêöèè a11, a12, a22 çàâèñÿò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ x, y.
Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îíî ëèíåéíî êàê îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðî-

èçâîäíûõ (â äàííîì ñëó÷àå uxx,uyy,uxy), òàê è îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u è åå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ:

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + b1ux + b2uy + cu+ f = 0, (1.1)

ãäå a11, a12, a22, b1, b2, c, f � ôóíêöèè òîëüêî îò x è y.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè f ≡ 0, òî óðàâíåíèå (1.1) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåîä-

íîðîäíûì.
Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå (1.1) èìååò â òî÷êå (x0, y0)

1. ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï, åñëè a2
12(x0, y0)− a11(x0, y0)a22(x0, y0) > 0;

2. ýëëèïòè÷åñêèé òèï, åñëè a2
12(x0, y0)− a11(x0, y0)a22(x0, y0) < 0;

3. ïàðàáîëè÷åñêèé òèï, åñëè a2
12(x0, y0)− a11(x0, y0)a22(x0, y0) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå (1.1) èìååò â îáëàñòè ãèïåðáîëè÷åñêèé(ýëëèïòè÷åñêèé)[ïàðàáîëè÷åñêèé]
òèï, åñëè a2

12(x, y)− a11(x, y)a22(x, y) > 0(< 0)[= 0] âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé îáëàñòè.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè óðàâíåíèå èìååò ðàçíûé òèï â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ îáëàñòè, òî îíî íàçûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì ñìåøàííîãî òèïà â ýòîé îáëàñòè.

2 Âûâîä óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ïðîñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðîå òåëî, ïðîâîäÿùåå òåïëî, è ïóñòü òåìïåðàòóðà â åãî ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êå M ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z) â ìîìåíò âðåìåíè t çàäàåòñÿ ôóíêöèåé u(x, y, z, t). Èçâåñòíî,
÷òî äëÿ âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêà

−→
W ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, íàçûâàåìàÿ çàêîíîì Ôóðüå:

−→
W = −k gradu,

ãäå k(x, y, z) � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè.
Åñëè òåëî çàäàåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå E3 îáëàñòüþ Ω ñ ãðàíèöåé Σ, òîãäà êîëè÷åñòâî òåïëà â Ω â ìîìåíò

âðåìåíè t ñ÷èòàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Q(t) =
∫∫∫

Ω

c(M)ρ(M)u(M, t) dτM ,

ãäå c � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, à ρ � ïëîòíîñòü âåùåñòâà.
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Óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ïðîñòðàíñòâå:

c(x, y, z)ρ(x, y, z)ut(x, y, z, t) =
∂

∂x
(k(x, y, z)ux(x, y, z, t)) +

∂

∂y
(k(x, y, z)uy(x, y, z, t))+

+
∂

∂z
(k(x, y, z)uz(x, y, z, t)) + F (x, y, z, t).

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (â ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè - óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â
îäíîðîäíîì òîíêîì ñòåðæíå):

ut = a2uxx + f(x, t), a2 =
k

cρ
, f =

F

cρ
. (2.1)

3 Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðå-

ìåííîé. Ïîñòàíîâêà îñíîâíûõ çàäà÷.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T.

Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à.
ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T ;

u(0, t) = µ1(t), 0 6 t 6 T ;
u(l, t) = µ2(t), 0 6 t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l.

Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à.
ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T ;

ux(0, t) = ν1(t), 0 6 t 6 T ;
ux(l, t) = ν2(t), 0 6 t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l.

Çàäà÷à íà ïîëóïðÿìîé. ut = a2uxx + f(x, t), x > 0, 0 < t 6 T ;
u(0, t) = µ(t), 0 6 t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), x > 0

Çàäà÷à Êîøè.{
ut = a2uxx + f(x, t), −∞ < x < +∞, 0 < t 6 T ;

u(x, 0) = φ(x), −∞ < x < +∞.

4 Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâà-

íèÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-

âîäíîñòè.

[4.1]


ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T ;

u(0, t) = µ1(t), 0 6 t 6 T ;
u(l, t) = µ2(t), 0 6 t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u(x, t) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè [4.1], åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:
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1. u ∈ C[QT ];

2. ut, uxx ∈ C[QT ];

3. u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì [4.1].

Íàéäåì ðåøåíèå äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è ñ íóëåâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñ îäíîðîäíûì óðàâíå-
íèåì òåïëîïðîâîäíîñòè:

[4.2]


(1) ut = a2uxx, 0 < x < l, 0 < t 6 T ;
(2) u(0, t) = 0, 0 6 t 6 T ;
(3) u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T ;
(4) u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l.

Ôîðìóëà äëÿ u(x, t):

u(x, t) =
∞∑

n=1

2
l

 l∫
0

φ(s) sin(
πn

l
s) ds

 sin(
πn

l
x) exp{−a2

(πn
l

)2

t}. (4.1)

Òåîðåìà 4.1 (ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ φ(x) òàêîâà, ÷òî φ(x) ∈ C1[0; l] è φ(0) = φ(l) = 0. Òîãäà
ôîðìóëà (4.1) îïðåäåëÿåò êëàññ ðåøåíèé çàäà÷è [4.2].

5 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî QT = {(x, t) : (0; l)× (0; T ]}. Îáîçíà÷èì Γ = QT \QT .

Òåîðåìà 5.1 (ïðèíöèï ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ). Ïóñòü u(x, t) ∈ C[QT ], ut, uxx ∈ C[QT ] è ut = a2uxx â
QT . Òîãäà

max
QT

u(x, t) = max
Γ

u(x, t);

min
QT

u(x, t) = min
Γ
u(x, t).

Â ïðèëîæåíèè ê êðàåâûì çàäà÷àì ïðèíöèï ìàêñèìóìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
ut = a2uxx, 0 < x < l, 0 < t 6 T ;

u(0, t) = µ1(t), 0 6 t 6 T ;
u(l, t) = µ2(t), 0 6 t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l.

Òîãäà max
QT

u(x, t) = max{ max
t∈[0; T ]

µ1(t), max
t∈[0; T ]

µ2(t), max
x∈[0; l]

φ(x)}.

Ýòî ðàâåíñòâî èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî òåìïåðàòóðà ñòåðæíÿ íå ìîæåò
áûòü âûøå òåìïåðàòóðû íà åãî êðàÿõ è â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

6 Åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è

äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Òåîðåìà 6.1 (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèè u1(x, t), u2(x, t) òàêîâû, ÷òî ui ∈ C[QT ],
∂2ui

∂x2
,
∂ui

∂t
∈

C[QT ], i = 1, 2, ïðè÷åì îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîé è òîé æå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è [4.1]. Òîãäà
u1(x, t) ≡ u2(x, t) â QT .
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Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèè u1, u2(x, t) òàêîâû, ÷òî

ui ∈ C[QT ],
∂2ui

∂x2
,
∂ui

∂t
∈ C[QT ], i = 1, 2,

ïðè÷åì 
∂ui

∂t
= a2 ∂

2ui

∂x2
, 0 < x < l, 0 < t 6 T, i = 1, 2;

u1(0, t) > u2(0, t), 0 6 t 6 T ;
u1(l, t) > u2(l, t), 0 6 t 6 T ;
u1(x, 0) > u2(x, 0), 0 6 x 6 l.

Òîãäà u1(x, t) > u2(x, t) â QT .

Òåîðåìà 6.2 (óñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü ôóíêöèè u1, u2(x, t) òàêîâû, ÷òî

ui ∈ C[QT ],
∂2ui

∂x2
,
∂ui

∂t
∈ C[QT ], i = 1, 2,

ïðè÷åì 
∂ui

∂t
= a2 ∂

2ui

∂x2
, 0 6 x 6 l, 0 < t 6 T i = 1, 2;

ui(0, t) = µi
1(t), 0 6 t 6 T, i = 1, 2;

ui(l, t) = µi
2(t), 0 6 t 6 T, i = 1, 2;

ui(x, 0) = φi(x), 0 6 x 6 l, i = 1, 2.

Òîãäà max
QT

|u1(x, t)− u2(x, t)| 6 max{ max
t∈[0; T ]

|µ1
1(t)− µ2

1(t)|, max
t∈[0; T ]

|µ1
2(t)− µ2

2(t)|, max
x∈[0; l]

|φ1(x)− φ2(x)|}

Ýòî óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî èç áëèçîñòè èñõîäíûõ äàííûõ ñëåäóåò áëèçîñòü ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.

7 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå.

Îáùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

[7.1]


ut = a2uxx + f(x, t); 0 < t 6 T, 0 < x < l;

α1u(0, t)− α2ux(0, t) = p(t); 0 6 t 6 T ;
β1u(l, t) + β2ux(l, t) = q(t); 0 6 t 6 T ;

u(x, 0) = φ(x); 0 6 x 6 l.

Çäåñü α1, α2, β1, β2 � íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

α1 + α2 > 0; β1 + β2 > 0.

Òåîðåìà 7.1 (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü â QT ôóíêöèè u1, u2(x, t) òàêîâû, ÷òî

ui,
∂ui

∂x
∈ C[QT ], i = 1, 2;

deriv2uix
2,
∂ui

∂t
∈ C[QT ], i = 1, 2,

ïðè÷åì îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîé è òîé æå çàäà÷è [7.1]. Òîãäà u1(x, t) = u2(x, t) â QT .
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8 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè.

Òåîðåìà 8.1 (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü äâå ôóíêöèè u1, u2(x, t) íåïðåðûâíû íà (R× R+), ÿâëÿþòñÿ ðå-
øåíèÿìè îäíîé è òîé æå çàäà÷è Êîøè [9.1], ïðè÷åì

|ui(x, t)| 6M, ∀(x, t) ∈ R× R +;

∂ui

∂t
,
∂2ui

∂x2
∈ C(R× R+).

i = 1, 2.

Òîãäà u1(x, t) = u2(x, t) ∀(x, t) ∈ (R× R +)

9 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ çàäà÷ó Êîøè:

[9.1]
{

(1) ut = a2uxx, −∞ < x < +∞, t > 0;
(2) u(x, 0) = φ(x), −∞ < x < +∞.

Ôîðìóëà äëÿ u(x, t):

u(x, t) =

+∞∫
−∞

1√
4πa2t

exp{− (x− s)2

4a2t
}φ(s) ds. (9.1)

Îáîçíà÷èâ G(x, s, t) =
1√

4πa2t
exp{− (x− s)2

4a2t
}, ïîëó÷èì

u(x, t) =

+∞∫
−∞

G(x, s, t)φ(s) ds.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ G(x, s, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè ôèêñèðîâàííîì
s:

Gx(x, s, t) =
1√

4πa2t
exp{− (x− s)2

4a2t
}
(
−2(x− s)

4a2t

)
;

Gxx(x, s, t) =
1√

4πa2t
exp{− (x− s)2

4a2t
} (x− s)2

4a4t2
+

1√
4πa2t

exp{− (x− s)2

4a2t
}
(
− 2

4a2t

)
;

Gt(x, s, t) = − 1
2
√

4πa2t
3
2

exp{− (x− s)2

4a2t
}+

1√
4πa2t

exp{− (x− s)2

4a2t
} (x− s)2

4a2t2

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Gt(x, s, t) = a2Gxx(x, s, t).
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà íà÷àëüíîå óñëîâèå ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò

ñóùåñòâîâàòü.

Òåîðåìà 9.1 (ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ φ(x) çàäàåò íà÷àëüíîå óñëîâèå â çàäà÷å Êîøè [9.1],
ïðè÷åì φ(x) ∈ C(R), |φ(x)| 6M, ∀x ∈ R. Òîãäà ôóíêöèÿ u(x, t), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (9.1), íåïðåðûâíà
ïðè x ∈ R, t > 0, èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ut, uxx ïðè x ∈ R, t > 0, óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè x ∈ R, t > 0 è ∀x0 ∈ R lim

t→0+
x→x0

u(x, t) = φ(x0).
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Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ

u(x, t) =


+∞∫
−∞

1√
4πa2t

exp{− (x− s)2

4a2t
}φ(s) ds, t > 0;

φ(x), t = 0.

íåïðåðûâíà â (x, t) : x ∈ R, t > 0.
Ñëåäñòâèå 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû (φ(x) ∈ C(R)|, |φ(x)| 6M) ìû ïîëó÷àåì

îãðàíè÷åííîñòü u(x, t):

|u(x, t)| =
+∞∫
−∞

|G(x, s, t)||φ(s)| ds 6M
+∞∫
−∞

G(x, s, t) ds = M.

Ñëåäñòâèå 2. Òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü u(x, t) íà R× R+. Â ýòîì
ñëó÷àå

∂pu

∂xk∂tm
(x, t) =

+∞∫
−∞

∂pG

∂xk∂tm
(x, s, t)φ(s) ds, (k +m = p)

à ýòîò èíòåãðàë ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, ÷òî ìîæíî ïîêàçàòü òåìè æå óòâåðæäåíèÿìè, ÷òî è â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 3. Ïðèíÿâ óñëîâèå çàäà÷è Êîøè, ìû ïîëó÷àåì "áåñêîíå÷íóþ" ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ òåïëà. Ïðåäñòàâèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ(x) = u(x, 0) ðàâíà íóëþ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì
íåêîòîðîãî îòðåçêà [a; b]. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî

u(x, t) =

b∫
a

G(x, s, t)φ(s) ds > 0 ∀t > 0, ∀x ∈ R.

10 Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé êðàåâîé çà-

äà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà ïîëóïðÿìîé.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó íà ïîëóïðÿìîé:

[10.1]

 ut = a2uxx, x > 0, t > 0;
u(0, t) = 0, t > 0;
u(x, 0) = φ(x), x > 0,

ãäå φ(0) = 0.
Íàéäåì åå ðåøåíèå, äîîïðåäåëèâ íå÷åòíûì îáðàçîì ôóíêöèþ φ(x), çàäàþùóþ íà÷àëüíîå óñëîâèå íà

âñåé âåùåñòâåííîé îñè:

Φ(x) =
{

φ(x), x > 0;
−φ(−x), x < 0.

u(x, t) =

+∞∫
0

1√
4πa2t

[
exp{− (x− s)2

4a2t
} − exp{− (x+ s)2

4a2t
}
]
φ(s) ds (10.1)

� ðåøåíèå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è íà ïîëóïðÿìîé.
Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íà ïîëóïðÿìîé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

[10.2]

 ut = a2uxx, x > 0, t > 0;
ux(0, t) = 0, t > 0;
u(x, 0) = φ(x), x > 0.
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Ñíîâà äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ, çàäàþùóþ íà÷àëüíîå óñëîâèå, íî íà ýòîò ðàç ÷åò-
íûì îáðàçîì:

Φ(x) =
{

φ(x), x > 0;
φ(−x), x < 0.

u(x, t) =

+∞∫
0

1√
4πa2t

exp{− (x− s)2

4a2t
}φ(s) ds+

0∫
−∞

1√
4πa2t

exp{− (x− s)2

4a2t
}φ(−s) ds =

=

+∞∫
0

1√
4πa2t

[
exp{− (x− s)2

4a2t
}+ exp{− (x+ s)2

4a2t
}
]
φ(s) ds.

� ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è íà ïîëóïðÿìîé.

11 Ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:
ut = a2uxx, 0 < x < l, 0 < t 6 T ;

u(0, t) = 0, 0 6 t 6 T ;
u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l.

Êàê óæå èçâåñòíî, åå ðåøåíèå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(x, t) =
∞∑

n=1

2
l

 l∫
0

φ(s) sin(
πn

l
s) ds

 sin(
πn

l
x) exp{−a2

(πn
l

)2

t}.

Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü åãî â íåñêîëüêî èíîì âèäå, êàê óæå äåëàëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè:

u(x, t) =

l∫
0

G(x, s, t)φ(s) ds,

ãäå G(x, s, t) =
∞∑

n=1

2
l

sin(
πn

l
s) sin(

πn

l
x) exp{−a2

(πn
l

)2

t}. (11.1)

� ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è.
Ñâîéñòâî 1.

G(x, s, t) = G(s, x, t).

Ñâîéñòâî 2.
G(x, s, t) ∈ C∞(R× R× R+).

Ñâîéñòâî 3. {
Gt = a2Gxx;
Gt = a2Gss.

Ñâîéñòâî 4.
G(x, s, t) > 0, x, s ∈ [0; l], t > 0.
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12 Óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è Ïóàññîíà. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷.

Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Ïóñòü Ω � íåêîòîðàÿ îòêðûòàÿ îáëàñòü â E3, îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòüþ Σ. Àíàëîãè÷íî, D � íåêîòîðàÿ
îòêðûòàÿ îáëàñòü â E2, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé L. Ðàññìîòðèì òàêèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

ut(x, y, z, t) = a2∆u(x, y, z, t) + f1(x, y, z), (x, y, z) ∈ Ω; ∆u = uxx + uyy + uzz;
ut(x, y, t) = a2∆u(x, y, t) + f2(x, y), (x, y) ∈ D; ∆u = uxx + uyy.

Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî òåïëîâîãî ïðîöåññà (ut ≡ 0) ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà:
∆u = −f . Ïðè ýòîì èç îáùåãî âèäà ïîëó÷àþòñÿ äâà òèïà óðàâíåíèé:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= −f(x, y, z);

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= −f(x, y).

� óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â E3 è E2;


∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0;

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

� óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â E3 è E2;

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u(x, y, z) íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â Ω, åñëè u ∈ C2(Ω) è ∆u ≡ 0 â Ω.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ïðîñòðàíñòâå E3 òàêèå çàäà÷è:

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå{
∆u(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Ω;

u(x, y, z) = µ(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ.

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà
∆u(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Ω;

∂u

∂n
(x, y, z) = ν(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå{
∆u(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ E3 \ Ω;

u(x, y, z) = µ(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà
∆u(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ E3 \ Ω;

∂u

∂n
(x, y, z) = ν(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ.

Äâóìåðíûå àíàëîãè, íàïðèìåð:{
∆u(x, y) = 0, (x, y) ∈ D;
u(x, y) = µ(x, y), (x, y) ∈ L. � âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå â E2.

Ôóíêöèÿ

u(x, y, z) =
1

RMM0

=
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

8



3-ÿ ôîðìóëà Ãðèíà.

(RMM0 � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M(x, y, z) è M0(x0, y0, z0)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â
E3 \M0:

Â ñëó÷àå E2 ôóíêöèÿ u(x, y) = ln
1

ρMM0

, ãäå ρMM0 =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2, áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà â E2 \M0.
Ýòè ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

13 1-ÿ è 2-ÿ ôîðìóëû Ãðèíà.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Σ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ êóñêîâ, èìåþùèõ â êàæäîé òî÷êå êà-
ñàòåëüíóþ, ïðè÷åì ëþáûå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì îñÿì, ïåðåñåêàþò åå ëèáî â êîíå÷-
íîì ÷èñëå òî÷åê, ëèáî ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó îòðåçêîâ. Òîãäà â îáëàñòè Ω äëÿ ôóíêöèè ~A(x, y, z) =
{P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)}, ãäå P,Q,R ∈ C1(Ω), âåðíà ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà:∫∫

Σ

( ~A, ~n) dσ =
∫∫∫

Ω

div ~Adτ. (13.1)

Ïóñòü u(x, y, z) è v(x, y, z) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), ~A = u grad v. Òîãäà∫∫∫
Ω

(( gradu, grad v) + u∆v) dτ =
∫∫
Σ

u
∂v

∂n
dσ. (13.2)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ïåðâîé ôîðìóëîé Ãðèíà.
Ïîìåíÿåì ìåñòàìè â ïåðâîé ôîðìóëå Ãðèíà ôóíêöèè u è v . Âû÷èòàÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî èç (13.2),

ïîëó÷èì âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà:∫∫∫
Ω

(u∆v − v∆u) dτ =
∫∫
Σ

(
u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n

)
dσ. (13.3)

q
&%
'$

���
ε

Ωε

M0 Σε

Σ

'

&

$

%

4πu(M0) = −
∫∫∫

Ω

1
RMM0

∆u(M) dτM −
∫∫
Σ

[
u(M)

∂

∂n

(
1

RMM0

)
− 1
RMM0

∂u

∂n
(M)

]
dσM (14.1)

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ òðåòüåé ôîðìóëîé Ãðèíà.
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Åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è16 _

15 _ Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

14 _            _Ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ â E2, ëåãêî ïîëó÷èòü äâóìåðíûå àíàëîãè âòîðîé è òðåòüåé ôîðìóë
Ãðèíà: ∫∫

D

(u∆v − v∆u) ds =
∫
L

(
u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n

)
dl.

2πu(M0) = −
∫∫
D

ln
(

1
ρMM0

)
∆u ds−

∫
L

[
u
∂

∂n

(
ln

1
ρMM0

)
− ln

1
ρMM0

∂u

∂n

]
dl.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè Ω, åñëè u ∈ C2(Ω) è ∆u = 0 â Ω.
Ñâîéñòâî 1. Åñëè v � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω, òî∫∫

Σ̃

∂v

∂n
dσ = 0,

ãäå Σ̃ � ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü, ëåæàùàÿ â Ω.
Ñâîéñòâî 2 (Òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè). Ïóñòü ôóíêöèÿ u � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω. Òîãäà äëÿ

ëþáîé òî÷êèM0 ∈ Ω è äëÿ ëþáîé ñôåðû Σa ðàäèóñà a ñ öåíòðîì âM0, ëåæàùåé â Ω ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

u(M0) =
1

4πa2

∫∫
Σa

u(P ) dσp. (15.1)

q
&%
'$

���a

Ω

M0
Σa

Σ

'

&

$

%
Ñâîéñòâî 3. Åñëè ôóíêöèÿ u � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω, òî îíà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â Ω.

Òåîðåìà 16.1 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Åñëè ôóíêöèÿ u ∈ C(Ω) è ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω, òî îíà äîñòèãàåò
ñâîåãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) íà ãðàíèöå îáëàñòè:

max
M∈Ω

u(M) = max
M∈Σ

u(M);

min
M∈Ω

u(M) = min
M∈Σ

u(M).

Äèðèõëå.

Çäåñü è äàëåå ôóíêöèè µ è ν � íåêîòîðûå çàäàííûå ôóíêöèè.
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u(x, y, z) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå, åñëè îíà
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

[17.1]

 (1) u(x, y, z) ∈ C(Ω), u ∈ C2(Ω);
(2) ∆u(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Ω;
(3) u(x, y, z) = µ(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ.

Òåîðåìà 17.1 (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèè u1(x, y, z), u2(x, y, z) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîé è
òîé æå âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå [17.1]. Òîãäà u1(x, y, z) = u2(x, y, z) â Ω.

Ëåììà 2. Ïóñòü ôóíêöèè u1(x, y, z), u2(x, y, z) òàêèå, ÷òî:

1. u1, u2 ∈ C(Ω);

2. u1, u2 − ãàðìîíè÷åñêèå â Ω;

3. u1(x, y, z) > u2(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ.

Òîãäà u1 > u2 â Ω.

Òåîðåìà 17.2 (óñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü ôóíêöèè u1(x, y, z), u2(x, y, z) òàêîâû, ÷òî: (1) u1, u2 ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω);
(2) ∆u1(x, y, z) = ∆u2(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Ω;
(3) ui(x, y, z) = µi(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ, i = 1, 2.

Òîãäà max
Ω
|u1 − u2| 6 max

Σ
|µ1 − µ2|.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un(x, y, z), à òàêæå ôóíêöèÿ u(x, y, z), ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Äèðèõëå ïðè un = µn íà Σ, u = µ íà Σ. Òîãäà èç ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè µn(µn ⇒ µ íà Σ) ñëåäóåò, ÷òî un ⇒ u â Ω.

Çàìå÷àíèå

18 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâ-

â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ.

íåíèÿ Ëàïëàñà â äâóõ- è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u(x, y, z) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå â ïðîñòðàíñòâå,
åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

[18.1]


(1) u(x, y, z) ∈ C(E3 \ Ω);
(2) u(x, y, z) − ãàðìîíè÷åñêàÿ â E3 \ Ω;
(3) u(x, y, z) = µ(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ.
(4) u(x, y, z) ⇒ 0 (ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ) ïðè (x, y, z) −→∞.

Òåîðåìà 18.1 (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü u1, u2(x, y, z) � òàêèå ôóíêöèè, ÷òî
(1) u1, u2(x, y, z) ∈ C(E3 \ Ω);
(2) u1, u2 − ãàðìîíè÷åñêèå â E3 \ Ω;
(3) u1, u2(x, y, z) = µ(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ.
(4) u1, u2(x, y, z) ⇒ 0, (x, y, z) −→∞.

Òîãäà u1(x, y, z) = u2(x, y, z) â E3 \ Ω.



19 _ ,??sacsa???????vdsk,vlÑâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå.

17 _ Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâ-

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u(x, y) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå íà ïëîñêîñòè,
åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

[18.2]


(1) u(x, y) ∈ C(E2 \D), u ∈ C2(E2 \D);
(2) ∆u(x, y) = 0, (x, y) ∈ E2 \D;
(3) u(x, y) = µ(x, y), (x, y) ∈ L.
(4) |u(x, y)| 6 C = const, (x, y) ∈ E2 \D.

Òåîðåìà 18.2 (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü u1, u2(x, y) � òàêèå ôóíêöèè, ÷òî
(1) u1, u2(x, y) ∈ C(E2 \D), u ∈ C2(E2 \D);
(2) ∆u1(x, y) = ∆u2(x, y) = 0, (x, y) ∈ E2 \D;
(3) u1, u2(x, y) = µ(x, y), (x, y) ∈ L.
(4) |ui(x, y)| 6 ci = const, i = 1, 2, (x, y) ∈ E2 \D.

Òîãäà u1(x, y) = u2(x, y) â E2 \D.

íåíèÿ Ëàïëàñà è íåîáõîäèìîå óñëîâèå åå ðàçðåøèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u(x, y, z) èç E3 íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà, åñëè
îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

[19.1]


(1) u(x, y, z) ∈ C1(Ω), u ∈ C2(Ω);
(2) ∆u(x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ Ω;

(3)
∂u

∂n
(x, y, z) = ν(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u � ðåøåíèå [19.1], à v � ïðîèçâîëüíàÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóìàÿ ôóíêöèÿ. Çàïè-
øåì äëÿ ýòèõ ôóíêöèé âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà:∫∫∫

Ω

(u∆v − v∆u) dτ =
∫∫
Σ

(u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n
) dσ

Òîãäà ïðè v ≡ 1 ïîëó÷èì ∫∫
Σ

∂u

∂n
dσ =

∫∫
Σ

ν(x, y, z) dσ = 0. (19.1)

Ðàâåíñòâî (19.1) íàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà.

Òåîðåìà 19.1 (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü ui(x, y, z), i = 1, 2 :
1) ui ∈ C1(Ω);
2) ui − ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω;

3)
∂ui

∂n
(x, y, z) = ν(x, y, z), (x, y, z) ∈ Σ.

Òîãäà u1 − u2 ≡ const. (Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ν ≡ 0

Òðåòüÿ ôîðìóëà Ãðèíà â E3 äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u:

u(M) =
1

4π

∫∫
Σ

[
1

RMP

∂u

∂n
(P )− u(P )

∂

∂n

(
1

RMP

)]
dσP , P ∈ Σ, M ∈ Ω. (20.1)
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20 _ Ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî

Âòîðàÿ ôîðìóëà Ãðèíà (v � íåêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω ôóíêöèÿ):∫∫∫
Ω

(u∆v − v∆u) dτ =
∫∫
Σ

(u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n
) dσ.

u(M) =
∫∫
Σ

[
G(M,P )

∂u

∂n
(P )− u(P )

∂G

∂n
(M,P )

]
dσP .

Åñëè G|P∈Σ = 0, òî u(M) = −
∫∫
Σ

u(P )
∂G

∂n
(M,P ) dσP � ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äèðèõëå [17.1]:

u(M) = −
∫∫
Σ

µ(P )
∂G

∂n
(M,P ) dσP .

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ G(M,P ) : M(x, y, z), P (ξ, η, ζ) ∈ Ω íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà äëÿ âíóò-
ðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå, åñëè:

1.
∂2G

∂ξ2
+
∂2G

∂η2
+
∂2G

∂ζ2
= 0 ∀P ∈ Ω, P 6= M

2. Äëÿ G(M,P ) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

G(M,P ) =
1

4πRMP
+ v, ãäå v � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Ω. (20.2)

3. G(M,P )|P∈Σ = 0.

Òî åñòü

 v � ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω

v|Σ = − 1
4πRMP

� ýòî âñå òðåáîâàíèÿ, íàëîæåííûå íàìè íà v.

Ñâîéñòâî 1.
G(M,P ) > 0, M, P ∈ Ω, P 6= M.

Ñâîéñòâî 2.
G(M,P ) = G(P,M) ∀M,P ∈ Ω, M 6= P. (20.3)

ñëîÿ ñ åäèíè÷íîé ïëîòíîñòüþ.

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå:

E3 :
1

RMP
; E2 : ln

1
ρMP

,

ãäåM(x, y, z) � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, P (ξ, η, ζ) � ïåðåìåííàÿ. Ïóñòü Σ � íåêîòîðàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü,
îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü Ω, ñîäåðæàùóþ òî÷êó M .

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì â E3 ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ

v(M) =
∫∫
Σ

g(P )
1

RMP
dσP .

è íàçîâåì åå ïîòåíöèàëîì ïðîñòîãî ñëîÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

u(M) = −
∫∫
Σ

f(P )
∂

∂n

(
1

RMP

)
dσP

è íàçîâåì åå ïîòåíöèàëîì äâîéíîãî ñëîÿ.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü L � íåêîòîðàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, îêðóæàþùàÿ òî÷êó M(x, y):

v(M) =
∫
L

g(P ) ln
1

ρMP
dlP � ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ íà ïëîñêîñòè.

u(M) = −
∫
L

f(P )
∂

∂n

(
ln

1
ρMP

)
dlP � ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ íà ïëîñêîñòè. gf.

Ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ íà ïëîñêîñòè:

u(M) = −
∫
L

f(P )
∂

∂n

(
ln

1
ρMP

)
dlP . (21.1)

Ïóñòü ue(M) =
∫
L

cos∠(
−−→
MP,~n)

ρMP
dlP � ïîòåíöèàë ñ åäèíè÷íîé ïëîòíîñòüþ.

ue(M) =


2π, M ∈ D;
π, M ∈ L;
0, M 6∈ D.

(21.2)

Îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàë

∫
L

F (P,M) dlP íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ â òî÷êå M0 ∈ L, åñëè

∀ε > 0 ∃V (M0) � îêðåñòíîñòü òî÷êè M0 è äóãà l ∈ L òàêàÿ, ÷òî èíòåãðàë

∫
l

F (P,A) dlP ñõîäèòñÿ ∀A ∈

V (M0) è |
∫
l

F (P,A) dlp| 6 ε.

Òåîðåìà 21.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (P,M) íåïðåðûâíà âñþäó ïðè P 6= M . Òîãäà èíòåãðàë

∫
l

F (P,M) dlp

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé â òåõ òî÷êàõ, ãäå îí ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ.

Âîçüìåì íà ãðàíèöå L íåêîòîðóþ òî÷êó M0 è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u(M)− f(M0)ue(M).

Òåîðåìà 21.2. Åñëè â (21.1) ôóíêöèÿ f(P ) íåïðåðûâíà â òî÷êå M0, òî ôóíêöèÿ u(M)− f(M0)ue(M) �
íåïðåðûâíà â òî÷êå M0.

Ñëåäñòâèå 1.

Îáîçíà÷èì

uâíóòð(M0) = lim
M→M0;

M∈D

u(M);

uâíåø(M0) = lim
M→M0;

M 6∈~D

u(M).

Òîãäà
uâíóòð(M0) = u(M0) + πf(M0);

uâíåø(M0) = u(M0)− πf(M0).

14



23 _ Óðàâíåíèå êîëåáàíèé. Ïîñòàíîâêà îñíîâíûõ çàäà÷.

22 _ Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå.

21 _  Ñâåäåíèå çàäà÷è Äèðèõëå ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåä-

Òàêèì îáðàçîì, íà êîíòóðå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîòåíöèàë òàê:

u(M0) =
uâíåø(M0) + uâíóòð(M0)

2
.

Ñëåäñòâèå 2. Ôóíêöèÿ u(M) íåïðåðûâíà ïðè M ∈ L, åñëè f(P ) íåïðåðûâíà íà L.

ãîëüìà 2-ãî ðîäà.

Ðàññìîòðèì âíóòðåííþþ çàäà÷ó Äèðèõëå â E2:

[22.1]


(1) u(x, y) ∈ C(D);
(2) u(x, y) − ãàðìîíè÷åñêàÿ â D;

(3) u(x, y) = µ(x, y), (x, y) ∈ L.

πf(M) +
∫
L

f(P )
cos∠(

−−→
MP,~n)

ρMP
dlp = µ(M), M ∈ L (22.1)

Ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f(P ) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà
2-ãî ðîäà.

Òåîðåìà 23.1 (àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà). Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà èìååò åäèí-
ñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå ∀µ(M) ∈ C(L) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (22.1)
(ò.å. µ(M) ≡ 0) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Êîíòóð L íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì, åñëè, êàêèå áû äâå òî÷êè íà íåì ìû íå âçÿëè,
îòðåçîê, èõ ñîåäèíÿþùèé, ëåæèò öåëèêîì âíóòðè êîíòóðà.

Òåîðåìà 23.2 (ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü îáëàñòü D ñòðîãî âûïóêëà (L � ñòðîãî âûïóê-
ëûé êîíòóð). Òîãäà âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå [22.1] èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ ëþáîé íåïðå-
ðûâíîé íà L ôóíêöèè µ(M).

Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, t) ∈ C2((x, t) : 0 < x < l, t > 0). Òîãäà óðàâíåíèå

utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0. (24.1)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì êîëåáàíèé èäåàëüíîé ñòðóíû.
Â ñëó÷àå ôóíêöèè îò äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ u(x, y, t):

utt = a2∆u, (x, y) ∈ D, t > 0

� ýòî óðàâíåíèå êîëåáàíèé óïðóãîé ìåìáðàíû.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (24.1). Ìû ìîæåì çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:{
u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l; � èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñìåùåíèå ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ;
ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 l.
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Ôîðìóëà Äàëàìáåðà. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøå-24 _

è êðàåâûå óñëîâèÿ: u(l, t) = µ(t), t > 0; ( â çàêðåïëåííîì ñëó÷àå µ ≡ 0)
ux(l, t) = ν(t), t > 0;

u(l, t) + αux(l, t) = θ(t), t > 0.

� îáû÷íî ìû áåðåì íåêîòîðûå èç íèõ.
Êðàåâûå çàäà÷è ñòàâÿòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Âîò ïðèìåð ïåðâîé

êðàåâîé çàäà÷è. 
utt = a2uxx, 0 < x < l, 0 < t 6 T ;

u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l;
ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 l;
u(0, t) = µ1(t), 0 6 t 6 T ;
u(l, t) = µ2(t), 0 6 t 6 T.

Îíà æå äëÿ ïîëóïðÿìîé: 
utt = a2uxx, x > 0, 0 < t 6 T ;

u(x, 0) = φ(x), x > 0;
ut(x, 0) = ψ(x), x > 0;
u(0, t) = µ(t), 0 6 t 6 T.

Çàäà÷à Êîøè  utt = a2uxx, −∞ < x < +∞, 0 < t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), −∞ < x < +∞;
ut(x, 0) = ψ(x), −∞ < x < +∞.

íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé:

[25.1]

 (1) utt = a2uxx, −∞ < x < +∞, 0 < t 6 T ;
(2) u(x, 0) = φ(x), −∞ < x < +∞;
(3) ut(x, 0) = ψ(x), −∞ < x < +∞.

Ïóñòü u ∈ C2(R× R+) è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè [25.1].

u(x, t) =
φ(x− at) + φ(x+ at)

2
+

1
2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ) dξ. (25.1)

Ýòî âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà.

Òåîðåìà 25.1 (ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ φ(x) ∈
C2(R), ψ(x) ∈ C1(R). Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ôóíêöèÿ u(x, t) òàêàÿ, ÷òî u(x, t) ∈ C2(R× R+

)
è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè [25.1], ãäå ôóíêöèè φ(x) è ψ(x) îïðåäåëÿþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Òåîðåìà 25.2 (óñòîé÷èâîñòè). Ïóñòü φ1, φ2(x) ∈ C2(R), ψ1, ψ2(x) ∈ C1(R) è îãðàíè÷åíû íà R. Òîãäà, åñëè
u1, u2(x, t) � ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïà [25.1] ñ φ1, ψ1 è φ2, ψ2 â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâåííî,
òî

sup
x∈R, 06t6T

|u1(x, t)− u2(x, t)| 6 sup
x∈R
|φ1(x)− φ2(x)|+ T sup

x∈R
|ψ1(x)− ψ2(x)|.
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25 _ Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé êðàåâîé çà-

äà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé íà ïîëóïðÿìîé.

Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé íà ïîëóïðÿìîé ñ îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèåì èìååò
ñëåäóþùèé âèä: 

(1) utt = a2uxx, x > 0, t > 0;
(2) u(0, t) = 0, t > 0;
(3) u(x, 0) = φ(x), x > 0;
(4) ut(x, 0) = ψ(x), x > 0.

Äîáàâèì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ {
φ(0) = 0;
ψ(0) = 0.

äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé u(x, t) è ut(x, t) â íóëå.
Íàéäåì ðåøåíèå äàííîé êðàåâîé çàäà÷è, ðàñøèðèâ åå äî ñëó÷àÿ âñåé ïðÿìîé. Äîîïðåäåëèì íå÷åòíûì

îáðàçîì ôóíêöèè φ(x) è ψ(x) íà âñåé ïðÿìîé, çàäàâ íîâûå ôóíêöèè Φ è Ψ:

Φ(x) =
{

φ(x), x > 0;
−φ(−x), x < 0.

Ψ(x) =
{

ψ(x), x > 0;
−ψ(−x), x < 0.

Òîãäà îáùàÿ ôîðìóëà áóäåò òàêîé:

u(x, t) =



φ(x+ at) + φ(x− at)
2

+
1
2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ) dξ, x > at;

φ(at+ x)− φ(at− x)
2

+
1
2a

at+x∫
at−x

ψ(ξ) dξ, x < at.

Âòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íà ïîëóïðÿìîé ñ îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèåì èìååò âèä:
(1) utt = a2uxx, x > 0, t > 0;
(2) ux(0, t) = 0, t > 0;
(3) u(x, 0) = φ(x), x > 0;
(4) ut(x, 0) = ψ(x), x > 0.

×åòíîå ïðîäîëæåíèå:

Φ(x) =
{
φ(x), x > 0;
φ(−x), x < 0.

Ψ(x) =
{
ψ(x), x > 0;
ψ(−x), x < 0.

Îáùàÿ ôîðìóëà:

u(x, t) =



φ(x+ at) + φ(x− at)
2

+
1
2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ) dξ, x > at;

φ(at+ x)− φ(at− x)
2

+
1
2a

at+x∫
at−x

ψ(ξ) dξ, x < at.
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28 _ Çàäà÷à ñ äàííûìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ. Ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòå-

Èíòåãðàë ýíåðãèè. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷27 _

26 _ Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è.

u(x, t) =
∞∑

n=1

2
l

l∫
0

cos(
πn

l
at)φ(s) sin(

πn

l
s) ds+

2
πna

l∫
0

sin(
πn

l
at)ψ(s) sin(

πn

l
s) ds

 sin(
πn

l
x). (27.1)

Òåîðåìà 27.1 (ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïóñòü

φ(x) ∈ C3[0; l], φ(0) = φ(l) = φ′′(0) = φ′′(l) = 0;
ψ(x) ∈ C2[0; l], ψ(0) = ψ(l) = 0.

Òîãäà ôóíêöèÿ u(x, t) , îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (27.1), îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: u(x, t) ∈
C2 {[0; l]× [0; T ]} (T � ïðîèçâîëüíîå > 0), è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1)-(4) (ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé
çàäà÷è ??).

äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé.

Ðàññìîòðèì îáùóþ ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

[28.1]


utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t < T ;

u(0, t) = µ1(t), 0 6 t 6 T ;
u(l, t) = µ2(t), 0 6 t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l;
ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 l.

Òåîðåìà 28.1 (åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèè u1, u2(x, t) ∈ C2 {[0; l]× [0; T ]} è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
îäíîé è òîé æå êðàåâîé çàäà÷è [28.1]. Òîãäà u1(x, t) ≡ u2(x, t) íà {[0; l]× [0; T ]}.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

E(t) =

l∫
0

[
(vt(x, t))2 + a2(vx(x, t))2

]
dx

è íàçîâåì åå èíòåãðàëîì ýíåðãèè. Â ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ýòî ïîëíàÿ
ýíåðãèÿ, ê ïðèìåðó, íàøåé êîëåáëþùåéñÿ ñòðóíû.

Çàìå÷àíèå. Âñå óòâåðæäåíèÿ âåðíû è äëÿ çàäà÷ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà:{
vx(0, t) = 0;
vx(l, t) = 0.

� ýòî íè÷åãî íå ìåíÿåò â äîêàçàòåëüñòâå, êðîìå ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà íóëþ âíåèíòåãðàëüíîãî
ñëàãàåìîãî, à òàêæå âåðíû äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé ñìåøàííîãî âèäà.

ìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

[29.1]

 (1) uxy(x, y) = a(x, y)ux(x, y) + b(x, y)uy(x, y) + f(x, y, u(x, y)), 0 < x < l1, 0 < y < l2;
(2) u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l1;
(3) u(0, y) = ψ(y), 0 6 y 6 l2.
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29 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ äàííûìè íà õàðàêòåðèñòè-

Ýòà çàäà÷à ñ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Ãóðñà.
Êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

a11(x, y)uxx + 2a12(x, y)uxy + a22(x, y)uyy = F (x, y, u, ux, uy) (29.1)

Ïîñòàâèì åìó â îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

a11(dy)2 − 2a12dxdy + a22(dx)2 = 0 (29.2)

Òîãäà ôóíêöèè (êðèâûå), ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì (29.2), íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ
(29.1).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u(x, y) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è [29.1], åñëè u(x, y) ∈ C2{[0; l1]×[0; l2]}
è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1)-(3).

Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y) � ðåøåíèå çàäà÷è [29.1]. Òîãäà, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (1) ñíà÷àëà ïî y, à ïîòîì
ïî x, ïîëó÷èì

ux(x, y) = ux(x, 0) +

y∫
0

a(x, η)ux(x, η) dη +

y∫
0

b(x, η)uy(x, η) dη +

y∫
0

f(x, η, u(x, η)) dη;

u(x, y) = u(0, y)+u(x, 0)−u(0, 0)+

x∫
0

y∫
0

a(ξ, η)ux(ξ, η) dη dξ+

x∫
0

y∫
0

b(ξ, η)uy(ξ, η) dη dξ+

x∫
0

y∫
0

f(ξ, η, u(ξ, η)) dη dξ.

(29.3)
Ââåäåì äâå íîâûå ôóíêöèè {

v(x, y) = ux(x, y);
w(x, y) = uy(x, y).

Òîãäà, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2)-(3), óðàâíåíèå (29.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

u(x, y) = ψ(y) + φ(x)− φ(0) +

x∫
0

y∫
0

[a(ξ, η)v(ξ, η) + b(ξ, η)w(ξ, η)] dη dξ +

x∫
0

y∫
0

f(ξ, η, u(ξ, η)) dη dξ. (29.4)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî x, ïîëó÷èì

v(x, y) = φ′(x) +

y∫
0

[a(x, η)v(x, η) + b(x, η)w(x, η)] dη +

y∫
0

f(x, η, u(x, η)) dη. (29.5)

Àíàëîãè÷íî, ïî y:

w(x, y) = ψ′(y) +

x∫
0

[a(ξ, y)v(ξ, y) + b(ξ, y)w(ξ, y)] dξ +

x∫
0

f(ξ, y, u(ξ, y)) dξ. (29.6)

Èòàê, åñëè u(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è [29.1], òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè v(x, t), w(x, t), óäîâëåòâîðÿþùèå
óðàâíåíèÿì (29.4)-(29.6). Îáðàòíî, èç ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé u, v, w, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíè-
ÿìè óðàâíåíèé (29.4) - (29.6), ñëåäóåò, ÷òî v = ux; w = uy. Òàêæå íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì
ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, t) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è [29.1].

êàõ.

Òåîðåìà 30.1 (ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ÷åòûðå óñëîâèÿ:
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31 _ Ñîïðÿæåííûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð. Ïðèìåðû.

30 _ Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ äàííûìè íà õàðàêòåðèñòè-

1. a(x, y), b(x, y) ∈ C{[0; l1]× [0; l2]}

2. f(x, y, p) ∈ C{[0; l1]× [0; l2]× E} � òî åñòü ìû çàìåíèëè ôóíêöèþ u(x, y) ïåðåìåííîé p, ïðèíèìà-
þùåé ëþáûå çíà÷åíèÿ.

3. |f(x, y, p1)− f(x, y, p2)| 6 L|p1 − p2|, ∀x ∈ [0; l1], ∀y ∈ [0; l2], ∀p1, p2 ∈ E � óñëîâèå Ëèïøèöà ïî p.

4. φ(x) ∈ C1[0; l1], ψ(y) ∈ C1[0; l2], φ(0) = ψ(0).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è [29.1].

êàõ.

Òåîðåìà 31.1 (åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è [29.1]). Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâå ñèñòåìû ôóíêöèé
{u1(x, y), v1(x, y), w1(x, y)} è {u2(x, y), v2(x, y), w2(x, y)}, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé (29.4)-(29.6), ïðè÷åì âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1)-(4) òåîðåìû 30.1 (ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è [29.1]). Òîãäà ôóíêöèè

U(x, y) = u1(x, y)− u2(x, y), V (x, y) = v1(x, y)− v2(x, y), W (x, y) = w1(x, y)− w2(x, y)

òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ â Πl1l2 = {[0; l1]× [0; l2]}. (Òî åñòü ñèñòåìû ôóíêöèé ñîâïàäàþò.)

Áóäåì äåéñòâîâàòü â ïðîñòðàíñòâå En. Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) � íàáîð ïåðåìåííûõ, à u(x) � ôóíêöèÿ îò n
ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L[u] îò íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x) ∈ C2(En) îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê

L[u] =
n∑

i=1

n∑
j=1

aij(x)uxixj +
n∑

i=1

bi(x)uxi + c(x)u, (32.1)

ãäå aij , bi ∈ C2(En), c � íåêîòîðûå ôóíêöèè. Òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà â äàííîì
ñëó÷àå íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî ïðèíèìàåòñÿ ñîãëàøåíèå: aij(x) = aji(x).

Îïðåäåëåíèå. Êàæäîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó L[u] ìîæíî ïîñòàâèòü âî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå òàê íàçûâàåìûé ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ê L:

M [v] =
n∑

i=1

n∑
j=1

(aij(x)v)xixj
−

n∑
i=1

(bi(x)v)xi
+ c(x)v.

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L[u] íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè L[u] = M [u].
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

vL[u]− uM [v] =
n∑

i=1

(pi(x))xi
, (32.2)

ãäå pi(x) =
n∑

j=1

[
vaijuxj − u(aijv)xj

]
+ biuv.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü Ω ⊂ E3, è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

(f, g) =
∫∫∫

Ω

fg dτ, f, g ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω).
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32 _ Ìåòîä Ðèìàíà.

Òîãäà äëÿ ôóíêöèé u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) è òàêèõ, ÷òî u, v|Σ = 0, ãäå Σ � ãðàíèöà Ω, âåðíî, ÷òî

(v, L[u]) = (M [v], u).

Ïðèìåð 2. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà, ê ïðè-
ìåðó, â E3:

L[u] = ∆u = ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî M [v] = ∆v.

Ðàññìîòðèì â E2 äëÿ ôóíêöèè u(x, y) òàêîé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð:

L[u] = uxy + a(x, y)ux(x, y) + b(x, y)uy(x, y) + c(x, y)u(x, y). (33.1)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ñîïðÿæåííûé ê íåìó èìååò ñëåäóþùèé âèä:

M [v] = vxy − (a(x, y)v)x − (b(x, y)v)y + c(x, y)v.

u(x0, y0) =−
C∫

B

{[
1
2

(vuy − uvy) + auv

]
dy −

[
1
2

(vux − uvx) + buv

]
dx

}
+

+
1
2

(uv)
∣∣∣∣
C

+
1
2

(uv)
∣∣∣∣
B

+
∫∫
D

v(x, y)F (x, y)ds.

(33.2)

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ ïîèñêà u(x, y) íà êîíòóðå L:
∂

∂x
φ(x, f(x)) =

∂u

∂x
+
∂u

∂y
f ′(x);

ψ(x, f(x)) =
∂u

∂x

f ′(x)√
1 + (f ′(x))2

− ∂u

∂y

1√
1 + (f ′(x))2

.

Åå îïðåäåëèòåëü íèãäå íå ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ux(x, y), uy(x, y) ñóùåñòâóþò è èõ ìîæíî
îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íî.
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